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DEFINICJA CIAGU LICZBOWEGD



Ciggiem liczbowym nazywamy funkcje okreslong na
zbiorze liczb naturalnych, czyli przyporzagdkowanie, w
ktorym kazdej liczbie naturalnej odpowiada dokfadnie
jedna liczba rzeczywista.

Np. jezeli kazdej liczbie naturalnej n przypiszemy liczbe,
bedacy jej odwrotnoscig, to otrzymamy ciag:
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To przyporzadkowanie mozemy zilustrowac¢ ponizszym grafem.




Poniewaz liczb naturalnych jest nieskonczenie wiele, wiec
cigg posiada nieskonczenie wiele wartosci. Mowimy, ze cigg

jest nieskonczony.
W zapisie:

pojawity sie wyrazy: k-1-szy (czytaj kK minus pierwszy), k-ty
(czytaj k ty), | k+1-szy, choC nie wiemy konkretnie, ktore to
wyrazy. Wiemy natomiast, ze sg one kolejnymi wyrazami

ciggu.



Jezeli bedziemy chcieli powiedziec, ze wszystkie wyrazy
ciggu spetniajg jakas wtasnosc¢ W, (np.. Ze wszystkie sa
dodatnie) to wystarczy, gdy powiemy, ze kazdy k-ty
wyraz ciggu spetnia te wtasnosc i zapiszemy:

/\ ax spetnia wikasnosc W

co czytamy: dla kazdej liczby k naturalnej wyraz k-ty a,
spetnia wiasnosc W.

Symbol A oznacza doktadnie ,dla kazdego”



Przyporzgdkowanie liczbom naturalnym wartosci ciggu (tak
jak wartosci funkcji) odbywa sie wedtug pewnej reguty, ktérg
nazywamy wzorem ciggu (tak jak wzor funkcji).

W omowionym przyktadzie wzor ten ma postac:

Wartosc¢ ciggu (podobnie jak wartos¢ funkcji) dla konkretnej
liczby naturalnej n nazywamy n-tym wyrazem ciagu |
oznaczamy symbolem
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Mozna go wyznaczyc¢, wstawiajgc za n do wzoru ciggu
konkretng liczbe naturalna.

Gdy chcemy na przyktad obliczy¢ wyraz pigty, wstawiamy
do wzoru liczbe n =5, gdy siédmy, liczbe n = 7.

Dla ciggu zadanego wzorem a_ = i

otrzymamy wowczas n
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Zajmijmy sie innym ciggiem, zadanym wzorem:.. a, = L

n+1

Sprawdz na ponizszej animacji, czy dobrze obliczono wartosci siedmiu
wyrazow tego ciggu.
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Ponizsza animacja ilustruje 47 kolejnych wyrazow tego ciggu:

n =1 b, = — = 05

Obserwujgc jg mozesz zauwazycC, ze wartosci liczbowe
wyrazow tego ciggu zblizajg sie do pewnej liczby.
Odpowiedz na ponizsze pytania:

Co to za liczba?
Czy ciagg ten przyjmie kiedykolwiek wartos¢ 1.5, 2.0, 7.0 ?

11



Jaka wartos¢ przyjmuje k-1-szy, k-ty 1 k+1-szy

n
wyrazciggu a, =—— 7
n+1

Nastepny slajd ilustruje odpowiedz
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SPOSOBY OKRESLANIA CIAGOW LICZBOWYCH



Ciggi mozna okreslac nie tylko wzorami, ale rowniez innymi
metodami.

1. przez opis stowny ciggu - opisujemy wowczas sposob
tworzenia kolejnych wyrazow ciggu:

np. okreslamy cigg stowami:
,cigg ostatnich cyfr kolejnych liczb parzystych”.

Wodwczas nasz cigg liczbowy to: 2, 4,6, 8,0, 2,4,6,8 ...
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Stowami mozemy opisac rowniez inny cigg:

,wybierz dowolng liczbe naturalng a. Jesli jest ona
parzysta, to nastepng liczba ciggu bedzie potowa tej
liczby, czyli a/2, a gdy nieparzysta, to nastepna liczba
bedzie liczba postaci 3a+1. Kolejne liczby tworzymy z
poprzednich w ten sam sposéb. Wyznacz ten cigg.”

Gdy zaczniemy od liczby 13, to otrzymamy kolejno: 40, 20,
10,5,16,8,4,2,1,4,2,1, ......

Wyznacz nastepne wyrazy tego ciggu.

Czy za kazdym razem uzyskujesz rozne wartosci
liczbowe tego ciggu?
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2.przy uzyciu wzoru algebraicznego

Te metode stosowalismy juz w trakcie okreslania ciggu.
Zapamietaj sobie, ze wzor algebraiczny ciggu okresla n-ty
wyraz ciggu. Wzor ten pozwala wyznaczycC kazdy wyraz ciggu.

Czy cigg okreslony w poprzednim przyktadzie stowami: ,cigg
ostatnich cyfr kolejnych liczb parzystych” da sie okreslic
wzorem algebraicznym?

Tobytciag: 2,4,6,8,0,2,4,6,8,0,2,4,6.....

Widac, ze w tym ciggu powtarzajg sie te same liczby, ale nie
potrafimy za pomocg zadnego wzoru ustali¢, jakg wartosc¢
bedzie miat na przyktad sto dwudziesty wyraz tego ciggu.
Mozna oczywiscie do tego dojsc¢ innymi sposobami, ale
0golnego wzoru algebraicznego na taki cigg nie wymyslimy.
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Zauwaz, ze rowniez trudno bytoby opisaC¢ wzorem drugi cigg
przedstawiony stowami:

,wybierz dowolng liczbe naturalng a. Jesli jest ona
parzysta, to nastepnag liczba ciggu bedzie potowa tej
liczby, czyli a/2, a gdy nieparzysta, to nastepna liczba
bedzie liczba postaci 3a+1. Kolejne liczby tworzymy w ten
sam sposob. Wyznacz ten ciagg.”

Wartos¢ kazdego wyrazu tego ciggu nie zalezy od liczby ,n”
wskazujgce] numer tego wyrazu, lecz od wartosci
poprzedniego wyrazu, a ten znamy dopiero wtedy, gdy
wiemy, jaki jest wyraz poprzedzajgcy go....itd.
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3. przy uzyciu wzoru rekurencyjneqo

Wyobrazmy sobie cigg rozpoczynajacy sie od liczby 5, w
ktorym kazdy kolejny wyraz powstaje z poprzedniego przez
dodanie do niego liczby 3. Otrzymamy wiec ciag:

5,8, 11, 14, 17/, 20, ...
Konstrukcje wyrazow tego ciggu mozna opisac krotko:

(a1:5
a ., =a +3

L n+1
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Wzor a =95
a,. . =a +3

okresla wartos¢ pierwszego wyrazu (jest on rowny 5), oraz
pokazuje sposob wyznaczenia dowolnego wyraz ciggu,
gdy znamy jego poprzednik.

Gdy chcemy obliczy¢ wyraz 18-ty tego ciggu musimy znac
wartosc wyrazu 17-tego, a ten wyznaczymy, gdy znamy
16-ty, ... itd. az wrocimy do wyrazu pierwszego, czyli do
liczby 5.
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Poszukujgc wartosci dowolnego wyrazu ciggu zmuszeni
jestesmy do cofania sie.

Stad nazwa ,wzor rekurencyjny ciggu’ - recursio (fac.) =
,cofanie”.

Ktore z ciggow w poprzednich przykfadach mozna
okreslic wzorami rekurencyjnymi?
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Sprobujmy dla wzoru opisanego regutg rekurencyjng :

& =9
a,,=a, +3

wyznaczyc¢ ogolny wzor tego ciggu.
Przypatrzmy sie dwudziestu kolejnym wyrazom tego ciggu:

Czy na podstawie obserwacji tego ciggu mozna
wyznaczy¢ wartosc¢ jego trzydziestego czwartego
wyrazu?
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Jesli miates ktopoty z wyznaczeniem wzoru, to sprobujmy
ten cigg przedstawiC nieco inacze;:

— 1 a1=5+(1-1)*3 =5

Czy teraz juz wiesz, jaki jest wzor ogolny ciggu:

5,8,11, 14,17, 20, 23, 26, 29, 32, 36, ..... ?
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Jesli dobrze obserwowates kolejne wyrazy ciggu zapisane
takim sposobem:

n =1 a1=5+(1-1)*3 =95

to zauwazytes, ze trzy liczby w tym zapisie nigdy sie nie
zmieniajg. Zatem cigg ten mozna opisac ogolnym wzorem:

a, =5+ (n-1) -3
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Wypisanie wyrazow ciggu liczbowego, okreslanie go za pomoca
wzoru algebraicznego, czy tez rekurencyjnego nie jest tak
llustratywny, jak graficzna prezentacja ciggu.

Poniewaz cigg liczbowy jest funkcjg, wiec istnieje mozliwosc¢
stworzenia jego wykresu, podobnie jak to robi sie dla funkgcii.

Poniewaz dziedzing tej funkcji (ciggu) sg liczby naturalne, wiec
wykres ciggu nie bedzie krzywa, lecz figurg geometryczng
sktadajgcg sie z samych punktow, rozmieszczonych w uktadzie
wspotrzednych kartezjanskich.
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Podobnie jak dla funkcji wykonywalismy ich wykresy, teraz
bedziemy wykonywac wykresy ciggow. Wykres ciggu jako
funkcji okreslonej na zbiorze liczb naturalnych nie jest krzywa,
lecz zbiorem nieskonczenie wielu odizolowanych od siebie

punktow.
Sg dwa sposoby graficznej prezentacji ciggow:

1. prezentacja graficzna w uktadzie wspétrzednych

Na osi x zaznacza sie liczby naturalne n, a na osi y
odpowiadajgce im wartosci liczbowe C|agu a,. Punkty o tak
wyznaczonych wspotrzednych prezentujg graflcznle ciag.
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Ponizej przedstawiono wykres siedemnastu wyrazow ciggu

0 wzorze : n
a =——
n+1

27
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Prezentacja graficzna ciggow pozwala dostrzec ich wtasnosci.

Obserwujgc wykres ciggu w uktadzie wspotrzednych mozna zauwazyc, ze
punkty ,ilustrujgce” jego wyrazy zblizajg sie do prostej rownolegtej do osi n,
przechodzgcej przez punkt (0,1).

Ze wzoru wynika, ze zaden z wyrazow tego ciggu nie osiggnie, ani nie
przekroczy liczby 1, co oznaczatoby, ze wyrazy rozwazanego ciggu zblizajg

sie do nigj ,od dotu”. ”
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2. prezentacja graficzna na osi liczbowej

W tej prezentacji wartosci liczbowe ciggu sg odcietymi punktow osi n.
Ciag ilustrujg graficznie punkty tak, jak to jest zrobione na ponizszej
animaciji.

A

%

035 04 045 05 055 06 065 07 075 08 085 09 095 1 1.
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Na wykresie tym widac, ze odlegtosci migdzy poszczegolnymi punktami
na osi liczbowej, |Iustru1acym| wyrazy ciggu zmniejszajg sie.

Bardzo blisko punktu o odcietej 1 zlewajg sie niemal ze soba.

Oznacza to znowu, ze wartosc¢ 1 jest wartosciag, do ktorej zblizajg sie
wyrazy ciggu.

W obu przypadkach (jest to przeciez ten sam cigg), wyrazy te zblizajg sie
do liczby 1 od strony lewej (od strony ujemnej osi).

Umiejetnosc¢ odczytywania takich wtasnosci ciggu z wykresu pozwoli

W przysztosci lepiej zrozumiec trudniejsze pojecia teorii ciggow.
a, =1/2= 05

A

0.35 0.4 045 05 055 06 065 0.7 0.75 0.8 0.85 09 095 1 1.
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Dzieki komputerom mozna oglgdac, badac i odkrywac rozmaite
wtasnosci ciggow.

Rysunek, ktory wykonujemy w zeszycie nie oddaje takich
szczegotow, ktore dostrzegamy na ekranie komputera.

Obecnie mozna oglagdac ilustracje komputerowe w sposob
dynamiczny dzieki konstrukcjom wykonywanym w programach,
zaliczanych do grupy programow geometrii dynamiczne.
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Graficzne mozliwosci komputera utatwiajg dynamiczng
prezentacje wykresow ciggow, pod warunkiem, ze
nauczymy komputer wykonywac takg prezentacje.

Stuzg do tego odpowiednie programy:

CABRI Il Plus,
Geogebra
Excel

W kolejnych lekcjach poznasz metody tych prezentacii.
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MONOTONIC2NOSC CIAGOW
LICZBOWYCH



Zanim poznasz sposoby prezentacji graficznych ciggéow, dowiedz sie
jakie wazne witasnosci mozna odczytac z tych prezentac;i.

1
Zacznijmy od ciggu, ktory juz poznates: an =—
N
Oto jego wykres:
a4
---------- A aQ = 1/1 = 1

10




Jak zauwazytes, kazdy kolejny wyraz tego ciggu jest
mniejszy od poprzedniego. Na wykresie objawia sie to
,Spadkiem” jego wartosci.

O takim ciggu powiemy, ze jest malejacy.

Dla kazdego n spetniony jest wowczas warunek: a, >a, .,
Co czytamy: kazdy wyraz ciggu ma wartosc¢ wiekszg od
wartosci wyrazu nastepnego po nim.

Zatem mamy definicje:

Ciag liczbowy jest malejgcy <= /\ a, > d. ,

neN
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Inng wlasnosc¢ ma cigg: d = (14_ 1)
n

Jego kolejne wyrazy bez przerwy wzrastajg. Sprawdzmy to na ponizszej
prezentacji kilkunastu jego wyrazow.
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Jeszcze lepiej widac to na wykresie tego ciggu, przedstawionego na
ponizszej animacji:

3_
2¢----0@
_ 2 1 |
1 e
| n
T U :‘ T T T
-3 -2 1 o 1 2 3 4 2 6 7 8 9 0 11 12 13 14 15 16
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O takim ciggu powiemy, ze jest rosnacy.
Dla wszystkich wartosci n spetniony jest warunek: d, < d, .,
Zatem mamy kolejng definicje:

Ciag liczbowy jest malejacy < /\ a, <a. 4
neN

15
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Rozwazmy kolejny przyktad ciggu zadanego wzorem: c, = 2 (-1)"
Oto jego kolejnych kilkanascie wyrazow:
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Jak zauwazytes jego wyrazy przybierajg tylko dwie wartosci, przy czym
wystepujg one na przemian -2, 2, -2, 2, -2, ....

O takim ciggu powiemy, ze jest przemiennym (albo naprzemiennym).
Nie jest on ani rosngcy, ani malejgcy.

Jego wykres balansuje raz w gore, raz w doét, co ilustruje ponizsza animacja:

40



Ciagg ktory jest rosngcy lub malejgcy nazywamy
(monos = [gr] jednakowy, tonika [gr] = wzrastanie)

W naszych przyktadach ciggami monotonicznymi byty a, oraz b,

Jesli cigg nie jest monotoniczny, to wcale nie oznacza, ze musi byC
naprzemienny. Podziat ciggdw w tym temacie nie jest trichotomiczny.
Rozwazmy kolejny przyktad:

~2-n

cigg o wzorze T 5

n=1 e=(2-1)/(1-5) =-0.25

41



Czy zauwazytes, jaki wynik ukazat sie na ekranie dla n=57

Za chwile to bedzie wyjasnione.

Najpierw jednak oblicz, jakg wartos¢ ma pigty wyraz ciagu e, ?
Co ... nie da sie jej obliczyc?... Dlaczego?

Jak zauwazytes, dla n=5 wartosc¢ ciggu nie istnieje, gdyz
wowczas pojawia sie dzielenie przez 0, ktore nie jest wykonalne.
Komputer pokazuje wartos¢ —oo  (czytaj minus
nieskonczonosc). Tej wartosci nigdy nie osiggniemy, ale
zblizamy sie do niej ,granicznie”, gdy utamek ma licznik ujemny
a mianownik zbliza sie do zera.

Powiemy, ze w naszym przypadku e(5) :TS zbliza sie do — 0
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PREZENTAGIA CIAGOW
W ARKUS2U KALKULACYINYM EXCEL



Programem nadajgcym sie do badania ciggow jest kazdy
arkusz kalkulacyjny do ktorego dotgczony jest program generujacy
wykresy.

Takie arkusze nadajg sie rowniez do interpretacji i badania danych
statystycznych. Z uwagi na polskojezycznosc najlepiej nadajgcym sie
do tego jest ogolnie dostepny program Microsoft Excel.

Z arkuszem Excel spotkates sie pewnie juz w gimnazjum, ale tam nie
rysowates ciggow. Poniewaz cigg jest funkcjg, wiec jego wykres kreuje sie
bardzo podobnie.

Przypomnijmy:

Arkusz kalkulacyjny Excel jest zbiorem komorek adresowanych
podobnie, jak wspotrzedne punktow w uktadzie kartezjanskim.

Do komorek tych wprowadzamy dane liczbowe, daty, teksty oraz funkcje
matematyczne, statystyczne i ekonomiczne.

Dziatania na tych danych wykonujemy, dziatajgc na adresach komorek.
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Przypomnijmy: w celu wprowadzenia do arkusza kalkulacyjnego Excel
ciggu g =N wpisujemy do komorki B2 regute: = A2/(A2+1)
" on+1

B C D

n/(n+1)
0,500000000000000000000000000000.,
0,666666666666667000000000000000 \\

0,750000000000000000000000000000 |\ _ ]
0,800000000000000000000000000000 = A2 /(A2 +1)

0| 00 |~ |00 (O (LD R —
wlolylo|ln|hlwals |+

0,833333333333333000000000000000

0,857142857142857000000000000000

0,875000000000000000000000000000

0,888888888888889000000000000000
10 0,900000000000000000000000000000
1] 10 0,909090902090909000000000000000
12 11 0,916666666666667000000000000000
13| 12 0,923076923076923000000000000000
14 13 0,928571428571429000000000000000
15| 14 0,933333333333333000000000000000
16| 15 0,937500000000000000000000000000
7] 16 0,941176470588235000000000000000
18| 17 0,944444444444444000000000000000
191 18 0,947368421052632000000000000000
201 19 0,950000000000000000000000000000
211 20 0,952380952380952000000000000000
2| 21 0,954545454545455000000000000000
23] 22 0,956521739130435000000000000000
24| 23 0,958333333333333000000000000000
25 24 0,960000000000000000000000000000




Kolejnym ciggiem, ktory wprowadzimy do Excela jest cigg, ktory wymysilit
w Xl wieku jeden z niewielu matematykow Sredniowiecza, Wioch z Pizy
Leonardo Fibonacci (1175-1250) . Obserwowat on przyrode

| poszukiwat w niej zaleznosci matematycznych. Cigg ten powstat w
wyniku badan cyklu rozmnazania sie pary krolikow.

Pierwsze dwa wyrazy tego ciggu przyjmujg wartosci 1, kolejne zas
powstajg w mysl| requty: kazdy kolejny wyraz cigqu jest sumag dwoch
poprzednich wyrazdéw tego ciagu.

Oto cigg Fibonacciego: a, =
a, =1
g =2
a, =3
as =5
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Wyrazy tego ciggu wprowadzamy do
arkusza Excel wpisujgc w dwie pierwsze
komorki B2 i B3 wartosci 1, a do kolejnej
komorki B4 wpisujemy regute: = B2 + B3

Nastepnie kopiujemy komoérke B4 do

pozostatych komorek kolumny B.

Wyrazy ciggu Fibonacciego to liczby:
1,1,2,3,5,8,13, 21, ....

A,
1 I
2 1 1
3| 2 1
4 3 2\
5| 4 TN
5| 5 5 N\
G 8 N
B 7 13 =B2+ B3
g| 8 21
wm| 9 34
1| 10 55
12 11 89
13 12 144
14 13 233
15 14 377
B[ 15 610
17| 16 987
1| 17 1597
19| 18 2584
ol 19 4181
21| 20 6765
2| 21 10946
| 22 17711
24| 23 28657
| 24 46368
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Utwodrz teraz nowy cigg c,, ktorego kazdy wyraz jest ilorazem n-tego wyrazu
f, ciagu Fibonacciego przez wyraz poprzedzajgcy go (n-1 — szy).

Czyli do komorki C3
wpisujemy regute:

=B3/B2

A, B c 8]
’ n f(n) f(n) / f(n-1)
2 1 1
3 2 1 1,000000000000000000000000000000
4 3 2 2,000000000000000000000000000000 \
5 4 3 1,500000000000000000000000000000 \\\\
5 5 5 1,666666666666670000000000000000 B3 /B2
7 6 8 1,600000000000000000000000000000
B 7 13 1,625000000000000000000000000000
3 8 21 1,615384615384620000000000000000
10 9 34 1,619047619047620000000000000000
1] 10 55 1,617647058823530000000000000000
121 11 89 1,618181818181820000000000000000
13| 12 144 1,617977528089890000000000000000
4] 13 233 1,618055555555560000000000000000
151 14 377 1,618025751072960000000000000000
6] 15 610 1,618037135278510000000000000000
7] 16 987 1,618032786885250000000000000000
1| 17 1597 1,618034447821680000000000000000
19| 18 2584 1,618033813400130000000000000000
20 19 4181 1,618034055727550000000000000000
21| 20 6765 1,618033963166710000000000000000
21 21 10946 1,618033998521800000000000000000
23| 22 17711 1,618033985017360000000000000000
24| 23 28657 1,618033990175600000000000000000
25| 24 46368 1,618033988205320000000000000000




Jak widac, kolejne wyrazy tego ciggu zblizajg sie do pewnej liczby,
ktora jest bliska wartosci 1,6180339... .

A, B C 1]
1 n f(n) f(n) /f(n-1)
2 1 1
3 2 1 1,000000000000000000000000000000 .
4 3 2 2,000000000000000000000000000000 \
5 4 3 1,500000000000000000000000000000 \\\\
B 5 5 1,666666666666670000000000000000 B3 /B2
7 6 8 1,600000000000000000000000000000
B 7 13 1,625000000000000000000000000000
9 8 21 1,615384615384620000000000000000
10 9 34 1,619047619047620000000000000000
1] 10 55 1,617647058823530000000000000000
12 11 89 1,618181818181820000000000000000
131 12 144 1,617977528089890000000000000000
4] 13 233 1,618055555555560000000000000000
151 14 377 1,618025751072960000000000000000
6] 15 610 1,618037135278510000000000000000
7] 16 987 1,618032786885250000000000000000
18] 17 1597 1,618034447821680000000000000000
19| 18 2584 1,618033813400130000000000000000
200 19 4181 1,618034055727550000000000000000
21| 20 6765 1,618033963166710000000000000000
2 21 10946 1,618033998521800000000000000000
23| 22 17711 1,618033985017360000000000000000
24| 23 28657 1,618033990175600000000000000000
251 24 46368 1,618033988205320000000000000000
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Liczba ta znana juz byta w Starozytnosci i nosi nazwe zfotej liczby.
Jezeli interesuje Cie ztota liczba, poszukaj w Internecie informacje o
niej lub zakup na stronie www.math-comp-educ.pl publikacje "Ztota

liczba z Cabri” autorstwa Bronistawa Pabicha

Wykorzystajmy skonstruowany cigg do kolejnego eksperymentu.
Zastagpmy pierwsze dwa wyrazy ciggu Fibonacciego dowolnymi,
niekoniecznie dodatnimi i dowolnie wielkimi liczbami.

Obserwuj zachowanie sie ciggu utworzonego w kolumnie C.

Czy zmienita sie dostrzezona wczesniej wtasnosc?

Czy ten cigg rowniez zbliza sie do ztotej liczby?

Czy odkryta wtasnosc¢ zmieni sie, gdy pierwsze dwie liczby zastgpimy
Innymi liczbami?

Powtdrz kilkakrotnie ten eksperyment.
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Trzecim ciggiem jest cigg wymyslony w 1937 roku przez niemieckiego
matematyka Lothara Collatza (1910-1990).

L
-

x
Ciag ten definiujemy nastepujgco: ‘i.
Pierwszy wyraz ciag jest dowolnie wybrana liczba catkowita. -
Jesli ta liczba jest liczbg parzysta, wowczas drugi wyraz powstaje

Z pierwszego przez podzielenie go przez 2,

jesli natomiast jest nieparzysta, to mnozymy ja przez 3

| dodajemy 1.

Dla przyktadu, gdy rozpoczniemy od liczby 13 to otrzymamy kolejno:
40, 20,10,5,16,8,4,2,1,4,2,1,4,2,1, ..... itd..
A co sie stanie, gdy zamiast liczby 13 wybierzesz inng liczbe?

Wykonaj kilka prob rozpoczynajgc o dowolnej dowolnej liczby
| sformutuj odkrytg wtasnosc ciggu Collatza.
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Sprobujmy wprowadzi¢ ten cigg do arkusza Excela.

Ustalmy wyraz pierwszy ciggu na przyktad a, = A.

Aby utworzyc¢ kolejny wyraz ciggu Collatza, komputer musi sprawdzic, czy ta
liczba jest parzysta, czy nieparzysta.

Gdy liczba A jest nieparzysta, wowczas dzielgc te liczbe przez 2 otrzymujemy
reszte. To oznacza, ze czesc catkowita ilorazu tej liczby przez 2 nie jest rowna
llorazowi tej liczby przez 2.

Na przyktad, jesli A = 13, wowczas czesc catkowita ilorazu 13 : 2 wynosi 6, a
lloraz 13:2 =6.5.
Zatem 6 # 6.5

Gdy natomiast liczba A jest parzysta, to czesc catkowita ilorazu tej liczby przez
2 jest rowna ilorazowi tej liczby przez 2.

Na przyktad, jesli liczba A = 14, wowczas czesc¢ catkowita ilorazu 14 : 2 wynosi
7, ailoraz 14 : 2 rowniez wynosi 7.

Te seostrzeienia podpowiadajg, jak wprowadzic cigg Collatza do arkusza
Excela.
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Pojecie ,czesc catkowita” jest w Excelu wprowadzona jako

funkcja:
Zaokr.do.catk
po ktorej wpisujemy w nawiasie interesujgcy nas iloraz.

Tak wiec, jesli chcemy sprawdzicC, czy liczba w komorce B2
jest parzysta, czy nie, wpisujemy do tej komorki regute:

Zaokr.do.catk(B2/2)=B2/2
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Poniewaz program Excel ma sam zdecydowac, co wpisac do
nastepnej komorki w tej samej kolumnie, wiec wprowadzamy
regute warunkowa, ktéra okresli, co sie ma stac, gdy liczba w
komorce B2 byta parzysta, a co, gdy nieparzysta.

Oto reguta wpisana do komorki B 3:
=Jezeli(Zaokr.do.catk(B2/2)=B2/2;B2/2;B2*3+1)

Czyli: jesli B2/2 jest parzysta (reszta z dzielenie jest

rowna ilorazowi), to w komdrce B3 ma by¢ wpisana liczba

B2/2, a jesli nie, to do komorki B3 wpisujemy liczbe B2-3 + 1.

Popatrzmy, co uzyskamy w wyniku zastosowania tego zabiegu.
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Wystarczy wpisa¢ do komorki regute:
=Jezeli(Zaokr.do.catk(B2/2)=B2/2;B2/2;B2*3+1)

| skopiowac te regute do pozostatych komorek.

E C | D | E |
COLLATZ
13
40 «
20\,
10 N\

5 ™~
16 =JEZELI((ZAOKR.DO.CALK(B2/2)=B2/2); B2/2; B2*3+1))

wlo|vyo|lnlklwln|a|3 |=

talralra b o = =l || |2 | | =
Sl T I N e e T = e e T e e i e i S R e S A I S
-
.

Y
=31
Rla=MEaR=N =R =R =M 00

]
(5]
[
Fa




Cigg Collatza nazywa sie wspotczesnie problemem HOTPO

od stow angielskich Half Or Triple Plus One — wyszukaj to pojecie w
Internecie | doczytaj inne ciekawostki na ten temat.

t atwo zauwazyc, ze niezaleznie od wyboru pierwszej liczby wyrazy tego
ciagu powtarzajg od pewnego momentu sekwencje:

4,2,1,4,2,1,4, ........

Wegierski matematyk Paul Erdos powiedziat w latach piecdziesigtych ub.
stulecia, ze matematyka jeszcze nie dorosta do dowodu tego twierdzenia
| zaoferowat 500 dolarow nagrody dla jego autora. Do dzis dnia nikt nie
udowodnit tego twierdzenia. Nagroda pewnie jest juz wyzsza.
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WYKRESY
CIAGOW W ARKUS2U EXCEL



Aby tatwiej dostrzegacC wlasnosci ciggow, warto je wykreslac
w uktadzie wspotrzednych.

Metode tworzenia wykresu ciggu w Excelu prezentujg
kolejne slajdy.
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Wybieramy narzedzie Kreator wykresow, nastepnie wykres XY Punktowy

Kreator wykresow - Krok 1 z 4 - Typ wykresu 2| x|

Standardowe typy | Twpy nieskandardowe I

Typ wykresu: Podtyp wkresu:
T.ll Eolurnronary
E Shuphkioey
|ﬁ Lirmicmaey

’ kot

Y < (Punkbowy)
‘ Warsbwowey

D Pierscieniomy
@ Radarowy

@ Powierzchniowy
®s Babelkowy

X
ad

Punktowy, pordwnuje pary warkosci,

Macisnij | przvkrzymaij, aby zobaczye praykiad

Anului = WWsters || Dalej = I Zakoncz
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Wybieramy obszar arkusza zawierajgcy
kolumne A o wartosciach ,n”

| kolumne B o wartosciach ciggu ,a(n)”

3 | F

1 nfnt+1)

201 T 05
31 2 0,6666667 !
4 3 075
5! 4 08 |
5: 5 0,8333333
7 6 0,8571429 |
5 7 0875 |
3, 8§ | 08888889
m, 9 09 |
11 10 | 0,9090909 :
12} 11 | 09166667
13| 12 | 09230769 !
14} 13 | 09285714
15, 14 | 09333333 .
& 15 09375
17, 16 | 0,9411765 :
1|8, 17 | 09444444 |
19: 18 | 09473684
200 19 095
211 20 0,952381 |
220 21 | 09545455
23, 22 | 09565217 |
24' 23 | 09583333 |
251 24 096




Nadajemy tytut wykresu i opisujemy osie uktadu tak, jak na
ponizszym przyktadzie

Kreator wykresow - Krok 3 z 4 - Opcje wykresu 7| x|

Tk | Disie | Linie siakki I Legenda I Ebykiety danychl

Tt wykresu;

Wivkres ciggu aln)=n/n+1 Whkres ciggu a(nEnm+
D15 warkosci (40 12

M | **‘_“,‘,**Hi‘#ﬂ-ﬁtﬂ
% warkasci () _os ::“

a(n)| e . * 21k
Druga os kakegorii [2): oA

02
I:l T T
Dodatkowa of wartosc () 0 10 0 k'Y
I

Anuhj < \Wakecz | Dalej = I Fakoncz 61




Kreator tworzy wstepny wykres.

Zakres danych | SEerie |

Wivkres ciggu alnFnin+q
12
|
#*#*#*##"**i#""‘*#
03 + + ¥
S
*
4
0z
g . |
1] o [} 5 o g W0
n
Zakres danych:
SEFiE W ™ Wigrsze
% Kolurnmey

Anuluj < Wskerz ||

Dalej > I Zakorcz
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Jesli chcemy, aby wykres pojawit sie obok arkusza,
wybieramy opcje ,Jako obiekt w:”

| wciskamy przycisk ,Zakoncz”.

Kreator wykresow - krok 4 z 4 - PolozZenie wykres il A

Urnigsc wwvkres:

™ Jako nowy arkusz: I'-.-'-.-'H,fkresl

|

w

(% dako ohiekt w: A ~
Anului | < \Wakerz | Lalej = || Zakoncz I

|
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Oto wykres wraz z arkuszem

=

ni{n+1)

0,5

0,6666667

0,75

0,8

Wykres ciagu a(n)=n/n+1

0,8333333

0,8571429

***+++++++++++++++¢

0,875

0,8888889

+ Serel

O |y ||k W (=T |

09

Yy
=

0,9090909

=k
=k

0,9166667

-y
%

0,9230769

=y
D

0,9285714

64




PREZENTAGIA CIAGOW
W PROGRAMIE CEOGEBRA



Mozliwosci prezentaciji graficznej ciggow liczbowych ma
rowniez program Geogebra.

Dzieki wbudowanym w program poleceniom i skryptom,
Geogebra pozwala takze badac ciggi i ich wtasnosci.

Ponizszy film pokazuje, jak stworzy¢

dynamiczny wykres ciggu w programie Geogebra.
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Zbadajmy przy pomocy programu Geogebra wtasnosci ciggu liczbowego,
ktory powstaje w nastepujgcy sposob:

Pierwszym wyrazem tego ciggu jest dowolna trzycyfrowa liczba
naturalna. Tworzymy sume ftrzecich poteg cyfr tej liczby i wynik tej

sumy przyjmuje jako drugi wyraz ciggu. Trzeci wyraz powstaje w ten
sam sposob z drugiego. Powtarzam te czynnos¢ w nieskonczonosé.

Dla przyktadu wybierzmy liczbe a, =351.
Suma trzecich poteg jej cyfr to wyraz drugi: a, =33+ 53+ 13=135
Trzeci wyraz wynosi: a; =13+ 33+53=135

Okazuje sie, ze tworzgc kolejne wyrazy tego ciggu nigdy nie uzyjemy
innych cyfr oprocz 1, 315 i od pewnego momentu zacznie sie powtarzac ta
sama liczba (w tym przypadku jest nig 135).

Nasuwa sie pytanie, czy to jedyna trzycyfrowa liczba posiadajgca te
witasnosc¢? Przygotujemy program Geogebra, aby ,wychwycit” wszystkie
trzycyfrowe liczby, ktore spetniajg te wtasnosc.
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Wystarczy wprowadzi¢ suwak A w zakresie od 100 do 999
(gdyz liczby majg by¢ trzycyfrowe).

Wyroznijmy w zapisie tej liczby cyfry setek s, dziesigtek d |
jednosci |.

Gdy liczba wynosi np. 356, to jej cyfra setek wynosi 3, dziesigtek
5 i jednosci 6. Jak oddzieli¢ te cyfry od siebie?
Cyfre setek otrzymamy obliczajgc reszte z dzielenia liczby 356
przez 100.
Funkcjg, taka nazywata sie w Excelu ,Zaokr.do.Cafk’”, teraz w
Geogebrze nazywa sie ,floor”.
Tak wiec reguta, ktorg sie tu postuzymy brzmi:

s= floor(A/100)
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Aby podobnie wyznaczy¢ cyfre d dziesigtek, musimy najpierw od
liczby 356 odjg¢ 300 (czyli 3-100) i z liczby 56 wyznaczyc tak, jak
poprzednio cyfre dziesigtek. Podzielimy ja tym razem przez 10.

Tak wiec reguta, ktorg sie tu postuzymy brzmi:

d=floor((A-100-s)/10)

Cyfre jednosci otrzymamy odejmujac od 356 liczby 300 i 50.
Zatem reguta wyznaczenia tej cyfry ma postac:

j= A -100*s — 10*d
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Zatem wprowadzamy trzy zmienne:

s= floor(A/100) — czesc¢ catkowita ilorazu A/100 -
otrzymamy cyfre setek

d=floor((A-100*s)) / 10 — podobnie otrzymamy

cyfre dziesiatek,

j]= A -100*s — 10*d - czyli od liczby odejmujemy wszystkie
setki i dziesigtki — otrzymamy cyfre jednosci.

Program Geogebra juz zna wartosci trzech zmiennych:

S,d,]
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Obliczamy sume W szescianow cyfr liczby A:

W=s73+d"3+j"3

Wprowadzamy tekst o zmienne] A ale przypisujemy mu
Warunek wyswietlania A, wpisujgc
AZW

Dzieki temu zabiegowi program wyswietli tylko te liczby A,
ktorych suma szescianow cyfr jest rowna tej liczbie.

Wigczamy animacje suwaka A z predkoscig ok. 0.3 i w ten

sposob wyszukujemy liczby spetniajgce warunek zadania.
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Oto animacja ilustrujgca dziatanie programu:

Ktora z liczb trzycyfrowych ma te wtasnosc, ze
suma szescianow Jest cyfr jest rowna tej liczbie?

A=100
L

Wypisz wszystkie liczby spefniajace warunki zadania. 7



CIAG ARYTMETYCZNY



Wrécmy do ciggu e, przedstawionego wzorem rekurencyjnym:

8 =9
a,,=a, +3

Jak pamietasz, wyrazy tego ciggu mozna byto opisac rowniez wzorem:
e =5+(n-1)-3

Przypomnijmy réwniez wykres tego ciggu:
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f=5+(0)*3

14 .

13

12

11

10

L el . . = =
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ZwroC uwage, ze kazdy wyraz w tym ciggu jest wiekszy od
poprzedniego o te samg wartosc 3.

Mozna tez powiedziec, ze réznica miedzy dowolny wyrazem tego ciggu
a wyrazem bezposrednio go poprzedzajgcym jest stata. Nazwijmy jg
roznicg i oznaczmy symbolem r.

Wowczas:
/ \ d,,y —a, =T

neN

Popatrzmy, jak to objawia sie geometrycznie na wykresie ciggu
arytmetycznego i co z tego wynika.

Czy jest mozliwe szybkie obliczenie dowolnego, np. 47-ego wyrazu tego

ciggu? Aby odpowiedzie€ na to pytanie, uruchom animacje na kolejnym
slajdzie.
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Jak sie przekonates, ogladajgc ostatnig animacje, mozna
wyznaczy¢ kazdy wyraz ciggu arytmetycznego, gdy znamy
wyraz pierwszy i roznice tego ciggu..
Tak wiec wzor na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego przyjmuje
postac:

a, =a; +(n-1)r
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Gdy réznica ciggu arytmetycznego jest rowna zero, wowczas
wszystkie wyrazy ciggu majg te samg wartosc. O takim ciggu
powiemy, ze jest staty. Nie wzrasta on ani nie maleje.

Cigg arytmetyczny moze byc rowniez malejgcy. Przyktadowo:

ciag:
102,87, 72,57, ......

Wyznacz réznice tego ciggu.

Napisz wzor na dowolny n-ty wyraz tego ciggu.

Oblicz piaty i kilka nastepnych po nim wyrazéw tego ciggu.
Czy ktérys w wyrazow tego ciagu przyjmuje wartosc¢ zero?
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Potrafisz juz wyznaczy¢ dowolny wyraz ciggu arytmetycznego.

Teraz zajmiemy sie wyznaczeniem sumy n-wyrazow ciggu
arytmetycznego.

W jednej z niemieckich szkot ok. 1788 r miato miejsce
nastepujgce wydarzenie:

Uczniowie klasy, do ktorej uczeszczat 11 —letni Karol Gauss
otrzymali od nauczyciela matematyki za zadanie wyznaczyc¢
sume wszystkich liczb od 1 do 100. Jakiez byto zdziwienie
nauczyciela, gdy Karolek podat po kilku minutach rozwigzanie na
tabliczce, ktora kiedys zastepowata obecne zeszyly uczniowskie.

Oto jak ten problem rozwigzat Karol Gauss — potem stynny

matematyk, zwany ,ksieciem matematykow”.
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Karol Gaus (1777-1855) wypisat poszukiwang sume
dwukrotnie — raz od 1do 100, a drugi raz od 100 do 1,

S= 1+ 2+ 3+..... + 98 + 99 + 100
S= 100+99 +98 + ... + 3 + 2 + 1

a nastepnie dodat te sumy stronami do siebie:

2S = 101+ 101 + 101 +..... +101 + 101 + 101
Sktadnikow o wartosci 101 jest doktadnie 100.

Zatem 2S5 =100-101
Stad poszukiwana suma S wynosi 5050

Nastepny slajd ilustruje odkrycie wzoru na sume n wyrazow

ciagu arytmetycznego, ktorego Karolek wowczas nie znat.
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Naszym zadaniem jest wyznaczenie sumy Sn n - kolejnych wyrazow ciagu arytmetycznego
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CIAG GEOMETRYCZNY



Utworzmy cigg opisany wzorem rekurencyjnym: (al =0

3 1
A = E a,

Sprawdz, czy program Geogebra prawidtowo wypisuje jego kolejne wyrazy

>
|
el
Q
[l
e)
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Co powiesz o ilorazie dowolnego wyrazu tego ciggu (bez
pierwszego) przez wyraz bezposrednio go poprzedzajgcy.
Wyznacz ten iloraz.

Obejrzyj wykres tego ciggu w uktadzie wspotrzednych:

6 - @

g, =6

5_
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Jak zauwazytes, kazdy wyraz tego ciggu powstaje z poprzedniego
przez pomnozenie go przez liczbe V.

Zatem stosunek dowolnego wyrazu tego ciggu (z wyjatkiem a,) do
bezposrednio go poprzedzajgcego jest staty i wynosi 2.

Taki cigg nazywac bedziemy ciggiem geometrycznym.

Zatem:

an

Cigg jest geometryczny < [\

neN—1 . 4

= const =

Stosunek ten nazywamy ilorazem ciggu
geometrycznego | oznaczamy symbolem qg.
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Cigg geometryczny w zakresie monotonicznosci nie spetnia
takich warunkow jak cigg arytmetyczny.

lloraz g nie wptywa bezposrednio na rodzaj monotonicznosci
ciagu geometrycznego.

Uczestniczy w tym rowniez wyraz pierwszy a, ciggu.

Obserwujac ponizsze animacje, zbadaj, jak zachowuje sie
monotonicznosc ciggu w zaleznosci od parametrow a, i q.

Notuj wartosci a | q oraz rodzaj monotonicznosci ciggow
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12

11

10

6
5
4

6
112
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11

12
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14

89
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160
150
140
130
120
110
100

90

80
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Na podstawie obserwacji wynikow eksperymentu
WpISz ponizszg tabele do zeszytu | uzupetnij ja.

C|ag jeSt /rosngcy, malejgcy, przemienny, staty/

a; >0 0<g<l1
a; >0 1>q
a, >0 g<o
a, <0 g<o
a, <0 0<qg<l1
a; <0 1>0
a, >0 0<g<l1
a, 70 g=1
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Kolejnym zadaniem jest wyznaczenie wzoru na dowolny n-ty
wyraz ciggu geometrycznego.

Popatrz na animacje umieszczong na kolejnym slajdzie.
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Jak widac, dowolny wyraz ciggu geometrycznego zalezy od
wyrazu pierwszego a,, oraz ilorazu g.

Wzér na n-ty wyraz ciggu geometrycznego:
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Podobnie, jak dla sumy ciggu arytmetycznego, rowniez dla
ciggu geometrycznego mozna obliczy¢ sume n jego kolejnych
wyrazow.

Suma n pierwszych kolejnych wyrazow ciggu geometrycznego wyraza
sie wzorem:
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Dowadd tego wzoru nie jest zbyt skomplikowany.

Suma S, jest rowna:

S, =2 +aq+ad +.a0"" =a(l+q+0’ +0° +..+q"")

Z kursy algebry wiadomo, ze dla kazdych dwoch liczb aeR |
b eR oraz n eN, zachodzi rownosc:

(a"+a™+...+ab"* +b")-(a—b)=a" —b"

Podstawiajgc: a = g oraz b = 1, otrzymamy:
@+q+q2+q3+mA4f4kbwn:1—q”

1-q"
Stad : Sn:aiol_q



CWICZENIA

Oto najczestsze zadania, zwigzane z ciggiem arytmetycznym:
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CWICZENIE 1
Wyznaczy¢ cigg arytmetyczny, jesli jego siodmy wyraz ma wartos¢ 7, a
jedenasty 19.

Rozwigzanie:

Wyznaczyc cigg, to oznacza wyznaczycC jego wyraz pierwszy a,
oraz roznice r.

W tym zadaniu wiemy, ze a, =7 oraz a,;; = 19.

Ale zgodnie z poznanym wzorem: a,=a, + (n-1)r

Otrzymamy uktad réownan o niewiadomych a,, r :

7=a,+6r
3
19=a, +10r
Rozwigzujac go otrzymamy: ............. wpisz tu prawidfowe

wartosci a, oraz r.
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CWICZENIE 2

Wyznacz sume dwunastu wyrazoéw ciggu arytmetycznego, w

ktorym znamy a,=-2 oraz réznice r = -5.

Rozwigzanie:

Widac, ze skoro pierwszy wyraz jest ujemny i réznica ciggu jest ujemna, to
tez cigg jest malejacy i jego wszystkie wyrazy sg ujemne, Stgd suma tego
ciggu powinna byc¢ tez ujemna.

Najpierw wyznacz wyraz dwunasty:

a12: " EEE EEE EEE EEEEEEE
Stad suma dwunastu wyrazow tego ciggu wynosiS,, = ..............
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CWICZENIE 3

h=1
L

Obejrzyj 10 pierwszych wyrazow ciagu i na tej
podstawie podaj wzor ogolny tego ciagu.

a —
1

|
e

2
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CWICZENIE 4

Obejrzyj 10 pierwszych wyrazow ciagu i na tej
podstawie podaj wzor ogolny tego ciagu.

a —
1

|
ek

2
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CWICZENIE 5
Wiadomo, ze suma n poczatkowych wyrazow pewnego
ciggu (a,,) wyraza sie wzorem:

Wyznacz wzor tego ciagu.

Czy jest on arytmetyczny czy geometryczny?
Rozwigzanie:

Widac¢, ze S; =1, S, =5, S; = 21. Ale S, to pierwszy wyraz ciggu,
wiec a, = 1. Wyraz drugi to réznica miedzy S, i a,, wieca,=5 -1 =4.
Podobniea; =S;—-a,—a;,=21-4-1=16.

Cigg 1, 4, 16 to cigg geometryczny.
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CWICZENIE 6
Podaj nastepne wyrazy ciagu (a,;: 5,9, 17, 33, 65, 129, |
okresl jego wzor.

W sytuacji, gdy nie mamy wiecej informacji o wyrazach

ciagu, tworzymy cigg jego roznic. Jesli cigg ten jest staty, to
mozemy odtworzycC kolejne wyrazy.. Jesli cigg ten nie jest
ciagty, tworzymy kolejny cigg jego roznic, az do skutku.

Cigg roznic naszego ciggu to ciag: 4, 8, 16, 32, 64, czyli cigg
geometryczny. Mozesz teraz z tatwoscig odtworzy¢ kolejne

wyrazy ciagu (a,): .............
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CWICZENIE 7
Uzupeinij brakujgce liczby w ponizszym ciggu:
102, 105, 111, 114, 120, 123, 129, ,
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